PAGE  

2 Практикум
2.1 Вектор-функция
Вопросы для самоконтроля

1  Вектор-функция

Определение вектор-функции. Годограф векторной функции.

2  Предел векторной функции. 
Определение предела вектор-функции. Теоремы о пределе суммы, произведения вектор-функций, произведения вектор-функции на скаляр.

3  Непрерывность вектор-функции.

Непрерывность вектор-функции в точке, на отрезке. Теоремы о непрерывности суммы, произведения вектор-функции, произведения вектор-функции на скаляр.

4  Дифференцируемость вектор-функции.

Определение дифференцируемости вектор-функции в точке, на отрезке. Теоремы о дифференцируемости суммы, произведения вектор-функции на скаляр. Параллельность производной вектор-функции касательной к годографу.
Примеры решения и оформления задач
Пример 1 Доказать, что если 
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, то имеет место равенство:      
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Решение. Согласно определению предела вектор-функции в точке  t0  должно выполняться равенство:
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Рассмотрим модуль разности:
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Переходя к пределу при  
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 в обеих частях неравенства, имеем:
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Таким образом, 
[image: image12.wmf]0

)

a

a

(

))

t

(

r

)

t

(

r

(

lim

2

1

2

1

t

t

0

=

+

-

+

®

®

®

®

®


Последнее означает, что 
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Пример 2 Вычислить 
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  образуют ортонормированный базис.
Решение.  Найдём 
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Поскольку   
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Ответ:  
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Пример 3  Доказать, что если функции  
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Решение. Действительно, 
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 Так как  
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  Таким образом, 
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Пример 4  Найти производную скалярного произведения вектор-функций 
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Решение. Согласно правилам дифференцирования имеем:
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Вычислим значение производной в точке 
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Ответ: 
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Пример 5  Доказать, что для того, чтобы вектор  
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Решение. Необходимость. 
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Достаточность.

Пусть 
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Дифференцируем последнее равенство
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Умножив скалярно на  
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Таким образом, 
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Что и требовалось доказать.

Пример 6  Указать какие линии задаются:
а) параметрическими уравнениями
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 Решение.  
а) параметрические уравнения преобразуют следующим образом: 
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Используя основное тригонометрическое тождество, получим:
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= 1 – уравнение эллипса с центром в точке 
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Из этого равенства  видно, что 
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        Таким образом, каноническое уравнение эллипса есть
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Пример 7  Составить параметрическое уравнение циклоиды.

Решение. Циклоидой называют линию, являющуюся траекторией фиксированной точки окружности радиуса R, катящейся по прямой.

 Указанную прямую примем за ось ОХ декартовой прямоугольной системы координат. Предположим, что фиксированная точка при начальном положении окружности находилась в начале координат, а после того, как окружность повернулась на угол t, заняла положение М (рисунок 2).
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Рисунок 2 – Циклоиды

Поскольку 
[image: image150.wmf]PK

OK

OP

x

-

=

=

, 
[image: image151.wmf]CN

CK

MP

y

-

=

=

 и  
[image: image152.wmf]Rt

MK

OK

=

=

Ç

, 
[image: image153.wmf]t

sin

R

MN

PK

=

=

, 
[image: image154.wmf]R

CK

=

, 
[image: image155.wmf]t

cos

R

CN

=

,  то  
[image: image156.wmf]t

sin

R

Rt

x

-

=

,  
[image: image157.wmf]t

cos

R

R

y

-

=

,  или 
[image: image158.wmf])

t

sin

t

(

R

x

-

=

,  
[image: image159.wmf])

t

cos

1

(

R

y

-

=

.
Полученные уравнения являются параметрическими уравнениями циклоиды.
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7 Вычислить производные в точке  
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9 Найти частные производные первого и второго порядка от следующих функций:

9.1 
[image: image256.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

n

®

®

r

,

r

;
9.2 
[image: image257.wmf]®

®

®

v

u

r

r

r

;
9.3 
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10 Найти производные по 
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 от следующих функций:
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11  Доказать, что:

11.1. Если  
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11.2 Если 
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11.5 Для того, чтобы вектор 
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11.6 Если на некотором отрезке 
[image: image293.wmf][

]

2

1

t

,

t

 вектор-функция 
[image: image294.wmf])

t

(

r

®

 непрерывна вместе со своей производной 
[image: image295.wmf])

t

(

r

®

¢

, причём 
[image: image296.wmf]®

®

¢

r

r

, но 
[image: image297.wmf]0

¹

¢

®

r

 и 
[image: image298.wmf]0

¹

®

r

, то годограф вектор-функции 
[image: image299.wmf]®

r

=
[image: image300.wmf])

t

(

r

®

есть отрезок прямой;
11.7 Годограф вектор-функции 
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  неколлинеарны. Что будет в случае их коллинеарности?
11.8 Годограф вектор-функции  
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 есть гипербола, если векторы   
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11.9 Если на некотором отрезке 
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11.10 Годограф вектор-функции 
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– постоянные векторы, есть парабола, если векторы 
[image: image316.wmf]®

1

r

 и  
[image: image317.wmf]®

2

r
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11.11 Годограф вектор-функции 
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– постоянные векторы, причём векторы 
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11.12 Годограф вектор-функции
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 – постоянные векторы, причём векторы 
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11.13 Годограф вектор-функции 
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 – постоянные векторы, причём векторы 
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11.14 
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– параметрические уравнения гиперболы, 
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11.15 Уравнения 
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 представляют одну и ту же линию.

12 Указать, какие линии задаются:

а) параметрическими уравнениями;

б) уравнениями в полярных координатах;
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13 Записать параметрические уравнения следующих линий:

13.1 Дана окружность диаметра OA=2a и касательная к ней в точке A. Через точку O проведён луч OC и на нём отложен отрезок OM, равный отрезку BC, заключённому между окружностью и касательной. Если луч OC вращается вокруг точки O, то точка M описывает линию, называемую циссоидой Диоклеса. Уравнение в декартовых координатах имеет вид: 
[image: image382.wmf])
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13.2 Концы отрезка AB=a скользят по осям прямоугольной системы координат. Прямые AC и BC, параллельные осям координат, пересекаются в точке C, из которой на AB опущен перпендикуляр CM. Линия, описываемая точкой M, называется астроидой. Уравнение в прямоугольной системе координат имеет вид: 
[image: image383.wmf]3
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13.3 Прямая x=a  пересекает ось OХ в точке A, произвольный луч OB – в точке B. На луче по обе стороны от точки B отложены отрезки 
[image: image384.wmf]1

ВМ

 и 
[image: image385.wmf]2

ВМ
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 является строфоида. Уравнение в декартовых координатах: 
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13.4 На окружности радиуса a дана точка O, вокруг которой вращается луч, пересекающий окружность в переменной точке A. На этом луче по обе стороны от точки откладываются отрезки 
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, называется кардиоидой. В прямоугольной системе координат уравнение кардиоиды имеет вид: 
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13.5 Круг радиуса a катиться по прямой без скольжения. Точка M жестко связана с кругом и находится на расстоянии d от его центра (d<a). Линия, описываемая точкой M, называется укороченной циклоидой.
13.6 Окружности 
[image: image393.wmf]0
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, приняв за параметр угловой коэффициент прямой, проходящей через начало координат и точку линии.
13.7 Эллипса  
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13.8 Параболы  
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13.9 Окружности  
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, приняв за параметр угол между осью OХ и прямой, проходящей через центр окружности.
13.10 Гиперболы  
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2.2 Сопровождающий трёхгранник кривой
Вопросы для самоконтроля

1 Касательная кривой. Нормаль плоской кривой.

2 Касательная поверхности. Касательная плоскость поверхности.

3 Нормаль поверхности.

4 Нормаль кривой.

5 Нормальная плоскость кривой.

6 Главная нормаль кривой.

7 Касательная плоскость кривой.

8 Соприкасающая плоскость.

9 Бинормаль.

10 Спрямляющая плоскость.

11 Единичные векторы сопровождающего трёхгранника. 

Внутренние уравнения кривой на поверхности.

12 Формулы Френе.

13 Кривизна.

14 Кручение. Формулы для вычисления кривизны и кручения.

15 Натуральные уравнения.

Примеры решения и оформления задач

Пример 1 Написать уравнения касательной и нормали к эллипсу  
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Решение. Поскольку линия задана неявным уравнением, т.е.
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, то уравнение касательной имеет вид:


[image: image401.wmf](

)

(

)

0

=

¢

-

+

¢

-

y

x

F

y

Y

F

x

X

.
Вычислим частные производные: 
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их значения в точке 
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Уравнение касательной:
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Уравнение нормали имеет вид:
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Тогда 
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Пример 2 Найти касательную к линии  
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Решение. Найдём 
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Искомое уравнение имеет вид:
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Тогда 
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Откуда 
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 –  уравнение касательной.

Так как касательная параллельна прямой y=2+3, то, ввиду условия параллельности двух прямых, имеем:
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Тогда уравнение касательной примет вид:
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Ответ:  
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Пример 3  Дана поверхность 
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. Составить уравнения  касательной плоскости и нормали к поверхности в точке 
[image: image435.wmf])
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Решение. Уравнение касательной плоскости имеет вид:
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Найдём частные производные F(x,y)=z.
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 и их значения в точке 
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Уравнение касательной плоскости
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Уравнение нормали имеет вид:
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Подставляя значения 
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Ответ:  
[image: image448.wmf]0

z

y

2

x

=

+

-

;    
[image: image449.wmf]1

z

Z

2

1

Y

1

1

X

-

-

=

-

=

-

-

.
Пример 4 К поверхности 
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z

3

y

2

x

2

2

2

=

+

+

 провести касательные плоскости, параллельные плоскости  x+y+z=1.

Решение. Здесь  
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Найдём частные производные: 
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Из условия параллельности касательной плоскости и данной плоскости следует, что 
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Присоединяя к этим уравнениям уравнение поверхности 
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, найдём координаты точек касания: 
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Подставляя в уравнение плоскости, получим:
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Таким образом, 
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Точки касания имеют координаты:
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Следовательно, уравнения касательных плоскостей имеет вид: 
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Ответ: 
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 Пример 5 Составить уравнение касательной, нормальной плоскости, бинормали, соприкасающейся плоскости, главной нормали и спрямляющей  плоскости винтовой линии: х = a cost , y = a sint , z = bt .

Решение. Уравнение касательной к кривой, записанной параметрическими уравнениями, имеет вид:
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Найдем x′, y′, z′ 
x′ = - a sin t , y′ = - a cost , z′ = b .
Тогда
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Уравнение главной нормали 

X=x+
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Найдем  
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Подставив значения производных, найдем уравнения главной нормали.
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Отсюда
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Уравнение бинормали имеет вид:
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Подставляя значения x, y, z и их производных, получим:
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Сократив на  
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Уравнение нормальной плоскости:
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Уравнение соприкасающейся плоскости:
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Сделав необходимые вычисления, получим:   


[image: image492.wmf].

0

abt

az

y

t

cos

b

x

t

sin

b

=

-

+

-


Уравнение спрямляющей плоскости:
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После вычисления имеем 
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Ответ:  Касательная:  
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b

bt

z

t

cos

a

t

sin

a

y

t

sin

a

t

cos

a

x

-

=

-

=

-

-


     
главная нормаль: 
[image: image496.wmf];
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бинормаль: 
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нормальная плоскость: 
[image: image498.wmf];

0

t

b

bz

y

t

cos

a

x

t

sin

a

2

=

+

-

-


     
соприкасающаяся плоскость: 
[image: image499.wmf];
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спрямляющая плоскость:  
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Пример 6 Найти единичные векторы касательной, главной нормали и бинормали в произвольной точке линии:   
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Решение. Единичные векторы репера Френе находятся по формулам:
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Найдем первую, вторую производные вектор-функции:
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Найдем 
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Найдем 
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Таким образом,
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Найдем 
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       Ответ:  
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  Пример 7  Вычислить кривизну и кручение кривой
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Решение.   Для вычисления кривизны воспользуемся формулой
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Имеем          
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Подставив эти значения в формулу и проделав необходимые вычисления, получим 
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 Для вычисления кручения воспользуемся формулой
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Дополнительно найдем 
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Выполнив необходимые вычисления, получим 
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Ответ:  
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Пример 8  Доказать, что смешанное произведение 
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Решение. По определению смешанного произведения имеем, 
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Пример 9 Найти натуральную параметризацию кривой и составить натуральное уравнение 
[image: image538.wmf]}.
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Решение.  Найдем зависимость между параметром и натуральным параметром 
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Поэтому 
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Полагая, 
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Из этого равенства выражаем 
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Итак, уравнение кривой в натуральном параметре имеет вид:
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Вычисляя кривизну и кручение данной кривой как функции параметра 
[image: image548.wmf],
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найдем ее натуральное уравнение: 
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Задачи

1 Составить уравнения касательной и нормали к следующим линиям:
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1.15 
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2 Решить: 
2.1 Доказать, что для любой точки M равносторонней гиперболы 
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  отрезок нормали от точки M до точки пересечения с осью Ox равен отрезку OM.       

2.2 В какой точке касательная к параболе 
[image: image574.wmf]5

x

6

x

y

2

+

-

=

 перпендикулярна прямой 
[image: image575.wmf]0

8

y

2

x

=

+

-

?

2.3 В уравнении параболы 
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 определить так, чтобы парабола касалась  прямой 
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2.4 В уравнении параболы 
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определить так, чтобы парабола касалась  прямой 
[image: image584.wmf]1

x

4

y

-

=

 в точке с абсциссой x =1 и проходила через точку 
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2.5 Написать уравнение касательной и нормали к линии 
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2.6 Написать уравнение касательных к линии 
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2.7 В каких точках с одной и той же абсциссой касательные к линиям 
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2.8 Найти касательную к параболе 
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2.9 Найти касательные линии 
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2.10 Найти наиболее удаленные от начала координат касательные астроиде 
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2.11 В какой точке касательная к параболе образуют с осью Ox угол в 
[image: image596.wmf]o
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2.12 Составить уравнения касательных к линии 
[image: image597.wmf]x

1

x

y

-

=
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2.13 Составить уравнения нормали к линии в точке с абсциссой 
[image: image598.wmf].
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2.14 Составить уравнения касательной и нормали к линии 
[image: image599.wmf]0
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2.15 Может ли касательная к параболе 
[image: image600.wmf]3
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3 Написать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности:
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3.5   
[image: image609.wmf]3

a

xyz

=

;

3.6   
[image: image610.wmf]3

3

2

2

v

u

z

,

v

u

y

,

v

u

2

x

-

=

+

=

-

=

 в точке 
[image: image611.wmf])

7

5;

3;

(

M

;
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3.10 
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3.11 
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3.12 
[image: image621.wmf]3

3

y

x

z

+

=

 в точке 
[image: image622.wmf])

9

2;

1;

(

M

;
3.13 
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3.14 
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3.15 
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4 Решить:
4.1 Показать, что кривая 
[image: image629.wmf]2
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 имеет во всех точках одну и ту же соприкасающуюся плоскость. 

4.2 Написать уравнение соприкасающейся плоскости, главной нормали, бинормали, спрямляющей плоскости кривой 
[image: image630.wmf]20
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4.3 Составить уравнения главной нормали, бинормали, соприкасающейся плоскости кривой 
[image: image632.wmf]z
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4.4 Составить уравнения нормальной плоскости, бинормали, соприкасающейся плоскости, главной нормали в точке t = 0 для кривой 
[image: image634.wmf].
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4.5 Для винтовой линии 
[image: image635.wmf]t
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[image: image636.wmf])
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 составить уравнения соприкасающейся плоскости, нормальной плоскости, главной нормали, бинормали.

4.6 Составить уравнения касательной, нормальной плоскости, бинормали, соприкасающейся плоскости, главной нормали и спрямляющей плоскости линии 
[image: image637.wmf]tgt
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4.7  Составить уравнения спрямляющей плоскости, нормальной плоскости и соприкасающейся плоскости кривой 
[image: image639.wmf]3
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4.8  Составить уравнения касательной, нормальной плоскости, бинормали, соприкасающейся плоскости, главной нормали и спрямляющей плоскости линии 
[image: image640.wmf]4
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4.9 Для линии  в точке 
[image: image641.wmf])
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 составить уравнения спрямляющей плоскости, соприкасающейся плоскости, бинормали и главной нормали. 

4.10 Составить уравнения касательной, бинормали, главной нормали и спрямляющей  плоскости линии 
[image: image642.wmf]tgt
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4.11 Написать уравнения главной нормали, бинормали и соприкасающейся плоскости кривой 
[image: image644.wmf]3

t

z

,

t

1

y

,

t

x

3

2

+

=

-

=

=

 в точке 
[image: image645.wmf])

4

0;

1;

(

M

.
4.12  Составить уравнения соприкасающейся плоскости, спрямляющей плоскости, нормальной плоскости, главной нормали и бинормали линии 
[image: image646.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image647.wmf]t
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4.13 Для линии 
[image: image649.wmf],
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 составить уравнения нормальной плоскости, главной нормали, соприкасающейся плоскости, спрямляющей плоскости и бинормали в точке 
[image: image650.wmf])
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4.14 Написать уравнения касательной, бинормали, главной нормали и спрямляющей плоскости линии 
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4.15  Составить уравнения спрямляющейся плоскости, главной нормали, соприкасающейся плоскости и бинормали линии 
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5 Найти векторы  
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5.11 
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5.12 
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5.13 
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5.14 
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6 Найти кривизну и кручение кривой
6.1   
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6.3   
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6.10 
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6.11 
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6.12 
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6.13 
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6.14 
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7  Доказать, что если 
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7.1  
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7.2  
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7.3  для того, чтобы линия была прямой, необходимо и достаточно,  чтобы k = 0. 

7.4  для того, чтобы линия была плоской, необходимо и достаточно, чтобы 
[image: image691.wmf].
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 8  Проверить, что для линии 
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9 Составить натуральные уравнения кривых:
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2.3 Евклидовы  и псевдоевклидовы пространства
Вопросы для самоконтроля

1 Евклидовы координаты.

2 Скалярное произведение.

3 Длина линии.

4 Угол между двумя линиями.

5 Псевдоевклидово пространство.

6 Градиент функции.

7 Производная функции по направлению вектора. Координаты в евклидовом пространстве.

8 Риманова метрика.

9 Евклидова  метрика.

10 Псевдориманова метрика.

11 Векторы в псевдоевклидовом пространстве. Псевдосфера.  

12 Преобразования Лоренца.

13 Замедление времени.

14 Сокращение длин.

15 Кривые в псевдоевклидовом пространстве.

16 Времениподобная кривая.

17 Сопровождающий трехгранник времениподобной кривой.

18 Формулы Френе времениподобной кривой.

19 Кривизна, кручение времениподобной кривой.

Примеры решения и оформления задач

Пример 1 Вычислить длину дуги линии 
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 между точками, для  которых 
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Решение.  Искомую линию вычисляем по формуле
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Поскольку 
[image: image712.wmf],
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Пример 2 Найти угол между кривыми 
[image: image715.wmf]4

y

4

x

,

1

x

4

5

y

2

2

2

=

+

+

=

 в точке их  пересечения.

Решение.   Найдем точки пересечения данных кривых


[image: image716.wmf]ï

î

ï

í

ì

+

=

=

+

1

x

4

5

y

4

y

4

x

2

2

2

  

Откуда 
[image: image717.wmf]1

)

y

4

4

(

4

5

y

2

+

-

=

  или  
[image: image718.wmf]0

6

y

y

5

2

=

-

+

, 
[image: image719.wmf].

1

y

,

5

6

y

2

1

=

-

=



[image: image720.wmf]0

6

y

x

4

5

y

2

>

-

+

=

 , следовательно, 
[image: image721.wmf]1

y

 не подходит.   

Таким образом, кривые имеют единственную точку пересечения 
[image: image722.wmf])

1

0;

(

M

.
Параметризируем данные кривые 

[image: image723.wmf]p

<

£

î

í

ì

=

=

=

+

2

t

0

,

t

sin

y

,

t

cos

2

x

,

4

y

x

2

2

.  
[image: image724.wmf].

s

,

1

s

4

5

y

,

s

x

,

1

x

4

5

y

2

2

¥

<

<

¥

-

ï

î

ï

í

ì

+

=

=

+

=

  

[image: image725.wmf]®

®

®

®

®

®

+

+

-

=

+

=

j

)

1

s

4

5

(

i

s

)

s

(

r

,

j

t

sin

i

t

cos

2

)

t

(

r

2

2

1

.
Тогда

[image: image726.wmf]}

{

}

1

s

4

5

,

s

{

)

s

(

r

,

t

sin

,

t

cos

2

)

t

(

r

2

2

1

+

=

=

®

®

 – векторно-параметрические уравнения  исходных кривых. 

[image: image727.wmf],

0

t

cos

2

x

=

=

откуда 
[image: image728.wmf]4

t

p

=

 и 
[image: image729.wmf].

0

s

x

=

=


Вычислим 
[image: image730.wmf]:

)

s

(

r

),

t

(

r

2

1

®

®

¢

¢



[image: image731.wmf],

j

t

cos

i

t

sin

2

)

t

(

r

1

®

®

®

+

-

=

¢



[image: image732.wmf],

j

s

2

5

i

)

t

(

r

2

®

®

®

+

=

¢

 
[image: image733.wmf]i

)

0

(

r

,

i

2

2

r

2

1

=

¢

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

p

¢

®

®

®

 – касательные векторы в точке пересечения кривых.

Тогда угол 
[image: image734.wmf]j

 между кривыми найдем из соотношения: 


[image: image735.wmf].

)

0

(

r

2

r

)

0

(

r

2

r

cos

2

1

2

1

®

®

®

®

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

p

¢

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

p

¢

=

j

        


[image: image736.wmf].

,

1

2

2

cos

,

1

)

0

(

r

,

2

2

r

2

1

p

=

j

-

=

-

=

j

=

¢

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

p

¢

®

®


Ответ: 
[image: image737.wmf].

p


Пример 3 Вычислить риманову метрику в полярных координатах.

Решение. На плоскости полярные координаты и декартовы связаны следующими соотношениями:
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Пример 4  Найти натуральную параметризацию кривой из  
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Решение.  Найдем  
[image: image747.wmf].

)

t

(

r

),

t

(

r

¢

¢



[image: image748.wmf].

e

47

e

2

e

49

)

t

cos

t

(sin

e

)

t

sin

t

(cos

e

e

49

)

t

(

r

,

k

)

t

cos

t

(sin

e

j

)

t

sin

t

(cos

e

i

e

7

)

t

(

r

t

2

t

2

t

2

2

t

2

2

t

2

t

2

t

t

t

-

=

+

-

=

+

-

-

+

-

=

¢

+

-

-

+

=

¢

®

®

®

®

®

Таким образом, 
[image: image749.wmf])

t

(

r

®

 времениподобная кривая

[image: image750.wmf]).

1

e

(

47

e

47

dt

e

47

t

t

0

t

1

0

t

2

-

=

=

=

s

ò


Откуда    
[image: image751.wmf]).

1

47

ln(

t

+

s

=



[image: image752.wmf].

k

1

47

ln

sin

1

47

j

1

47

ln

cos

1

47

i

1

47

7

)

(

r

®

®

®

®

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

s

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

s

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

s

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

s

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

s

=

s


Ответ:   
[image: image753.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

s

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

s

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

s

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

s

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

s

=

s

®

1

47

ln

sin

1

47

,

1

47

ln

cos

1

47

,

1

47

7

)

(

r

.

Пример 5 Найти единичные векторы сопровождающего трехгранника времениподобной  кривой 
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Ответ:  
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Задачи

1 Вычислить длину дуги линии между указанными точками следующих линий:
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2 Найти угол между кривыми в точке пересечения:

2.1  
[image: image788.wmf];

j

2

1

i

t

)

t

(

r

,

j

t

sin

i

t

)

t

(

r

2

1

®

®

®

®

®

®

+

=

+

=


2.2  
[image: image789.wmf];

12

y

x

,

8

xy

2

2

=

-

=


2.3  
[image: image790.wmf];

x

2

y

,

8

y

x

2

2

2

=

=

+


2.4   
[image: image791.wmf];

x

y

,

x

1

y

=

=


2.5   
[image: image792.wmf]ï

î

ï

í

ì

î

í

ì

=

=

-

-

=

=

;

t

5

y

t

x

,

t

t

y

t

x

3


2.6   
[image: image793.wmf];

1

y

,

x

sin

1

y

=

+

=


2.7   
[image: image794.wmf];

x

cos

2

y

,

x

sin

2

y

=

=


2.8   
[image: image795.wmf];

x

1

y

,

x

y

2

3

=

=


2.9   
[image: image796.wmf];

x

4

y

,

5

y

x

2

2

2

=

=

+


2.10 
[image: image797.wmf];

0

y

,

)

x

1

(

)

1

x

(

y

2

=

+

-

=


2.11 
[image: image798.wmf];

be

r

,

ae

r

j

-

j

=

=


2.12 
[image: image799.wmf];

x

4

x

6

y

,

)

2

x

(

y

2

2

-

-

=

-

=


2.13 
[image: image800.wmf];

x

5

4

y

4

,

1

y

4

x

2

2

2

-

=

=

+


2.14 
[image: image801.wmf];

)

x

2

(

x

y

,

x

8

y

x

3

2

2

2

-

=

=

+


2.15 
[image: image802.wmf].

)

4

x

(

8

y

,

y

4

x

2

2

+

=

=


3  Вычислить риманову метрику:

     а) в цилиндрических координатах;

     б) в сферических координатах.

4 Определить, к какому типу (времениподобные, пространственноподобные, изотропные) относятся следующие кривые в 
[image: image803.wmf]3

1

R

:

4.1  а) 
[image: image804.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

t

sin

e

j

t

cos

e

i

e

3

)

t

(

r

t

t

t

; 

       б) 
[image: image805.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

t

sin

j

t

cos

i

t

)

t

(

r

; 

       в) 
[image: image806.wmf]®

®

®

®

+

+

+

=

k

)

1

t

(

j

t

5

i

t

2

)

t

(

r

3

;

4.2  а) 
[image: image807.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

t

sin

j

t

cos

i

2

t

)

t

(

r

; 

        б) 
[image: image808.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

2

t

sin

j

2

t

cos

i

t

2

)

t

(

r

; 

        в) 
[image: image809.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

t

3

sin

j

t

3

cos

i

t

3

)

t

(

r

;

4.3   а) 
[image: image810.wmf]®

®

®

®

+

+

+

=

k

7

j

)

3

t

2

(

i

t

2

)

t

(

r

2

; 

        б) 
[image: image811.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

t

9

j

t

2

3

i

t

7

)

t

(

r

2

; 

        в) 
[image: image812.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

2

t

sin

6

j

2

t

cos

6

i

t

9

)

t

(

r

;

4.4   а) 
[image: image813.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

t

sin

e

j

t

cos

e

i

e

2

)

t

(

r

t

t

t

; 

        б) 
[image: image814.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

t

2

sin

j

t

2

cos

i

t

)

t

(

r

; 

        в) 
[image: image815.wmf]®

®

®

®

+

+

+

=

k

)

2

t

(

j

5

3

i

t

)

t

(

r

3

3

;

4.5  а)  
[image: image816.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

2

t

sin

6

j

2

t

cos

6

i

t

2

)

t

(

r

;

        б) 
[image: image817.wmf]®

®

®

®

+

+

+

=

k

j

)

4

e

(

i

e

)

t

(

r

t

3

t

3

;

        в) 
[image: image818.wmf]®

®

®

®

+

-

+

=

k

t

2

j

)

1

t

3

(

i

t

5

)

t

(

r

2

2

2

;

4.6   а) 
[image: image819.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

t

sin

e

j

t

cos

e

i

e

2

1

)

t

(

r

t

t

t

; 

        б) 
[image: image820.wmf]®

®

®

®

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

k

t

sin

j

t

cos

i

t

t

2

1

)

t

(

r

3

; 

        в) 
[image: image821.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

e

j

e

i

e

2

)

t

(

r

t

t

t

;

4.7   а) 
[image: image822.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

cht

j

t

i

sht

)

t

(

r

; 

        б) 
[image: image823.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

3

t

sin

6

j

3

t

cos

6

i

t

5

)

t

(

r

; 

        в) 
[image: image824.wmf]®

®

®

®

+

+

+

=

k

t

4

j

)

2

e

3

(

i

e

)

t

(

r

t

t

;

4.8   а) 
[image: image825.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

t

j

sht

i

cht

)

t

(

r

; 

        б) 
[image: image826.wmf]®

®

®

®

+

+

+

=

k

2

t

sin

j

2

t

cos

i

)

t

t

(

)

t

(

r

3

; 

        в) 
[image: image827.wmf]®

®

®

®

-

-

=

k

t

sin

e

j

t

cos

e

i

e

2

)

t

(

r

t

t

t

;

4.9   а) 
[image: image828.wmf]®

®

®

®

+

-

+

+

=

k

)

2

t

2

(

j

)

1

t

2

(

i

t

2

)

t

(

r

3

3

3

;
        б) 
[image: image829.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

t

2

sin

j

t

2

cos

i

t

)

t

(

r

; 

        в) 
[image: image830.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

2

t

3

sin

j

2

t

3

cos

i

t

2

)

t

(

r

;

4.10 а) 
[image: image831.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

2

t

j

2

i

t

)

t

(

r

3

3

; 

        б) 
[image: image832.wmf]®

®

®

®

-

+

+

+

=

k

)

1

t

2

(

j

)

2

t

3

(

i

t

2

)

t

(

r

3

3

3

; 

        в) 
[image: image833.wmf]®

®

®

®

+

-

-

=

k

t

j

cht

i

sht

)

t

(

r

;
4.11 а) 
[image: image834.wmf]®

®

®

®

+

+

=

k

t

2

sin

e

j

t

2

cos

e

i

e

)

t

(

r

t

2

t

2

t

2

;

  б) 
[image: image835.wmf]®

®

®

®

+

+

-

=

k

t

4

j

)

7

t

4

(

i

t

2

)

t

(

r

3

;

        в) 
[image: image836.wmf]®

®

®

®

-

-

=

k

cht

j

t

2

1

i

sht

)

t

(

r

;
4.12 а) 
[image: image837.wmf]®

®

®

®

-

+

=

k

3

t

sin

6

j

3

t

cos

6

i

t

3

)

t

(

r

;

        б) 
[image: image838.wmf]®

®

®

®

-

+

-

=

k

t

5

j

sht

i

cht

)

t

(

r

; 

        в) 
[image: image839.wmf]®

®

®

®

+

+

-

=

k

cht

j

)

1

t

(

i

sht

)

t

(

r

;

4.13 а) 
[image: image840.wmf]®

®

®

®

-

-

=

k

t

j

sht

i

cht

)

t

(

r

; 

        б) 
[image: image841.wmf]®

®

®

®

+

+

+

=

k

2

t

sin

j

2

t

cos

i

)

t

2

t

(

)

t

(

r

3

; 

        в) 
[image: image842.wmf]®

®

®

®

+

+

-

+

=

k

t

3

j

)

t

2

5

(

i

)

3

t

(

)

t

(

r

2

2

;

4.14 а) 
[image: image843.wmf]®

®

®

®

-

-

=

k

t

sin

j

t

cos

i

t

2

3

)

t

(

r

; 

        б) 
[image: image844.wmf]®

®

®

®

+

+

+

=

k

t

2

sin

j

t

2

cos

i

)

1

t

2

(

)

t

(

r

; 

        в) 
[image: image845.wmf]®

®

®

®

+

-

=

k

t

5

j

e

2

i

e

3

)

t

(

r

t

t

;

4.15 а) 
[image: image846.wmf]®

®

®

®

-

+

=

k

t

sin

e

2

j

t

cos

e

2

i

e

3

)

t

(

r

t

t

t

;

        б) 
[image: image847.wmf]®

®

®

®

+

-

-

=

k

t

2

j

t

3

i

)

1

t

(

)

t

(

r

3

;

         в) 
[image: image848.wmf]®

®

®

®

-

-

-

=

k

cht

j

t

i

sht

)

t

(

r

.
5 Найти натуральную параметризацию кривой из 
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6 Найти единичные векторы сопровождающего трёхгранника времениподобной кривой 
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7 Найти кривизну и кручение кривой  
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8 Используя формулы Френе, вычислить 
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2.4 Поверхности

Вопросы для самоконтроля

1 Метрика на поверхности.

2 Первая квадратичная форма.

3 Угол между двумя линиями на поверхности.

4 Площадь поверхности.

5 Нормальная кривизна.

6 Вторая квадратичная форма.

7 Индикатриса Дюпена.

8 Полная, средняя и главные кривизны.

9 Формула Эйлера.

Примеры решения и оформления задач
 Пример 1 Вычислить  первую и вторую квадратичные формы псевдосферы: 
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Решение. Вычислим коэффициенты первой квадратичной формы
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Отсюда
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Таким образом, первая квадратичная форма псевдосферы имеет вид: 
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Вычислим теперь коэффициенты второй квадратичной формы
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Тогда 
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Таким образом, 
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Вторая квадратичная форма псевдосферы имеет вид:
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Ответ:  
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Пример 2  Найти угол между кривыми 
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Решение. Найдём точку пересечения кривых   
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 является точкой пересечения данных кривых. 

Вычислим коэффициенты первой квадратичной формы поверхности.   Для этого найдём:
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Пусть 
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  – угол между этими кривыми. Тогда 
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Параметризуем данные  кривые следующим образом
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Очевидно, в точке пересечения 
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Поэтому,
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Таким образом
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В точке пересечения 
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Пример 3 Найти выражение для полной кривизны поверхности, отнесённой к таким координатам, в которых первая квадратичная форма имеет вид 
[image: image960.wmf]2

2

2

1

dv

)

v

;

u

(

G

du

ds

+

=

=

j

.

 Решение. Воспользуемся формулой Гаусса
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Поскольку E=1, F=0,G=G(u,v), то 
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Нетрудно заметить, что  
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Таким образом, 
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Ответ:   
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Пример 4 Вычислим полную и среднюю кривизны гиперболического параболоида:  xy=az.

Решение. Выразив явно z как функцию переменных x и y , найдём коэффициенты первой и второй квадратичных форм.
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Ответ:   
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Задачи

1 Вычислить первую и вторую квадратичные формы
поверхностей:

1.1  
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1.2  
[image: image986.wmf]);

u

(

z

,

v

sin

a

y

,

v

cos

a

x

j

=

=

=

 

1.3  
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1.5   
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1.6   
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1.7   
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1.8   
[image: image992.wmf];

v

1

v

2

c

z

,

u

sin

v

1

v

2

b

y

,

u

cos

v

1

v

2

a

x

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=


1.9   
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1.10 
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1.12 
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1.13 
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1.14 
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1.15 
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2 Найти:
2.1 угол между линиями 
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 EMBED Equation.3  [image: image1001.wmf]u
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2.2 угол между линиями 
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2.3 Периметр криволинейного треугольника 
[image: image1008.wmf]2
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2.4 Под каким углом пересекаются линии  
[image: image1011.wmf],
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2.5 Площадь криволинейного треугольника 
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2.6 На поверхности с первой квадратичной формой 
[image: image1016.wmf]2
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 длину дуги линии 
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2.7 Площадь четырёхугольника на прямом геликоиде 
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2.8 Угол между кривыми  
[image: image1022.wmf]1
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2.9 Длины сторон треугольника 
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3 Вычислить:

3.1 На поверхности 
[image: image1027.wmf]uv
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 задана линия 
[image: image1028.wmf]au
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3.2 На прямом геликоиде 
[image: image1030.wmf]av
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)

a

u

u

ln(

v

2

2

+

+

+

=

. Вычислим длины дуг этих линий между двумя точками 
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v

;

u

(

M

1

1

1

 и 
[image: image1033.wmf])

v

;

u

(

M

2

2

2

.
3.3  площадь поверхности тора
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3.4 площадь треугольника 
[image: image1036.wmf]0
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3.5 дифференциал длины дуги для линий 
[image: image1038.wmf]au
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4 Указать, какая из приведённых квадратичных форм может служить первой квадратичной формой поверхности:
а)   
[image: image1040.wmf];
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5 Вычислить главные кривизны следующих поверхностей:

5.1  
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5.3  
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5.6  
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5.7  
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5.8  
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5.9 
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5.10 
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5.11  
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5.12  
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5.13 
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5.14 
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5.15 
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6 Найти:

6.1 Полную кривизну поверхности, первая квадратичная форма которой имеет вид 
[image: image1073.wmf].
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6.2 полную кривизну поверхности, заданной уравнением

[image: image1074.wmf]0
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6.3 Полную и среднюю кривизну поверхности 
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6.4 Полную кривизну в произвольной точке поверхности
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6.5 Полную и среднюю кривизны поверхности

[image: image1077.wmf]uv
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6.6 Полную кривизну поверхности 
[image: image1078.wmf]z
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6.7 Полную и среднюю кривизны поверхности 
[image: image1079.wmf]xy
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6.8 Среднюю кривизну круглого цилиндра, радиус которого равен a.

6.9 Омбилические точки поверхности  

а) 
[image: image1080.wmf]1
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[image: image1083.wmf]3

a

xyz

=

.

7 Вычислить:
7.1 Гауссову и среднюю кривизну на поверхности, задаваемой уравнением 
[image: image1084.wmf])
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7.2 Среднюю кривизну поверхности
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7.3 Полную и среднюю кривизну винтовой поверхности

[image: image1086.wmf]v
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7.4 Полную и среднюю кривизну поверхности

[image: image1087.wmf]v
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7.5 Показать, что средняя кривизна геликоида

[image: image1088.wmf]av
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 равна нулю, вычислить полную кривизну.
7.6 Доказать, что полная кривизна поверхности с первой квадратичной формой 
[image: image1089.wmf]2
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7.7 Полную и среднюю кривизну поверхности  
[image: image1090.wmf]y
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2.5 Элементы теории поля. Тензоры
Вопросы для самоконтроля

1 Скалярные и векторные поля. Производная скалярного поля по направлению. 

2 Градиент, дивергенция, ротор.

3 Примеры тензоров.

4 Общее определение тензора.

5 Операции над тензорами (перестановка индексов; сложение, умножение, свёртывание).

6 Кососимметрические тензоры.

7 Поднятие и опускание индексов.

8 Внешний дифференциал формы.

9 Ковариантное дифференцирование. Символы Кристоффеля.

10 Геодезические линии.

11 Понятие дифференцируемого многообразия.

Примеры решения и оформления задач
Пример 1 Найти поверхность уровня скалярного поля

[image: image1091.wmf]43

z

12

y

18

x

16

y

3

x

2

u

2

2

+

-

-

+

-

=

, проходящую через точку

[image: image1092.wmf])
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Решение.  Совокупность поверхностей уровня данного поля определяется уравнением


[image: image1093.wmf]0
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Подставляя координаты точки М в левую часть уравнения, среди поверхностей встречаем ту, которая проходит через данную точку. Имеем 
[image: image1094.wmf]4
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Следовательно, уравнение искомой поверхности имеет вид


[image: image1095.wmf]0
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Выделяя полные квадраты, получаем
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Итак, поверхностью уровня является гиперболический параболоид 
[image: image1098.wmf]Z

2

2

Y

3

X

2

2

=

-

, где 
[image: image1099.wmf].

1

z

Z

,

3

y

Y

,

4

x

X

+

=

+

=

+

=


Пример 2  Найти производную поля  
[image: image1100.wmf]2
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Решение.  Частные производные функции u в точке М имеют значения
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[image: image1104.wmf],
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[image: image1105.wmf].
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Единичный вектор, совпадающий по направлению с вектором 
[image: image1106.wmf]®
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Тогда 
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Ответ: 
[image: image1109.wmf].
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Пример 3  Найти векторную линию векторного поля  
[image: image1110.wmf]const
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, проходящую через  точку  
[image: image1111.wmf])
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    Решение.  Система дифференциальных уравнений векторных линий имеет вид: 
[image: image1112.wmf]b
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Решаем ее:   
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, или в параметрическом виде 
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[image: image1117.wmf]b
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Так как векторная линия проходит через точку 
[image: image1120.wmf])
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, то легко находим, что постоянные интегрирования 
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Уравнения векторной линии поля  
[image: image1123.wmf]®
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Ответ: 
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Пример 4  Доказать справедливость следующей формулы:


[image: image1126.wmf].
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Решение. Согласно определению градиента функции 
[image: image1127.wmf]f
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Отсюда,
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        Таким образом, 
[image: image1130.wmf].
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Пример 5 Показать, что смешанное произведение 
[image: image1131.wmf]®
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 векторов в трёхмерном пространстве задаётся тензором типа 
[image: image1132.wmf])
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Решение. Поскольку смешанное произведение обладает свойством линейности по каждому сомножителю, то оно определяется заданием смешанных произведений базисных векторов  
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Таким образом, 
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Пример 6  Векторное умножение в трёхмерном пространстве задаётся тензором типа 
[image: image1145.wmf])
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. Показать, что тензоры векторного и смешанного умножения связаны операцией опускания и поднимания индекса.

Решение. Имеет место тождество  
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Задачи
1 Найти: 

   а) линии уровня плоских скалярных полей (рассматриваемых  только на плоскости xOy);

   б) поверхности уровня скалярных полей;

1.1   а) 
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1.3   а) 
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1.4   а) 
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2 Вычислить производную скалярного поля 
[image: image1161.wmf]u

 в точке 
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 по направлению вектора 
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2.5 
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3 Найти векторные линии следующих векторных полей  
[image: image1179.wmf]:
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4 Доказать справедливость следующих формул:

4.1  а) 
[image: image1185.wmf];
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4.2 а) 
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4.3 а) 
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4.4 а) 
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4.5 а) 
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5 Показать, что тензорами являются:

     а) вектор;

     б) ковектор;

     в) скалярное произведение векторов;

     г) скалярное произведение ковекторов;

     д) линейный оператор на векторах (ковекторах);

6 Вычислить компоненты метрического тензора на плоскости в полярной системе координат; в 
[image: image1200.wmf]3

R

 в системе координат:

     а) цилиндрической;

     б) сферической.

7 Вычислить компоненты метрического тензора на сфере 
[image: image1201.wmf]2

S

 в сферической системе координат. 

8 Проверить, что перестановка верхнего и нижнего индексов 
[image: image1202.wmf]...
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 не есть тензорная операция. 

9 Тензор 2-го ранга называется невырожденным, если соответствующая матрица невырожденна. Показать, что для невырожденного тензора 2-го ранга обратная матрица также будет тензором.

10 Пусть 
[image: image1203.wmf]abg
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 – кососимметрический тензор в трёхмерном евклидовом  пространстве, где 
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(везде подразумевается суммирование по повторяющимся индексам); 
[image: image1209.wmf]ab
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 – символ Кронекера.

11 Показать, что скалярное произведение векторов в евклидовом пространстве задаётся тензором типа 
[image: image1210.wmf])
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12 Пусть 
[image: image1211.wmf]2
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 – дифференциальные формы степеней p и q  соответственно. Доказать, что
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13 Показать, что коэффициенты 
[image: image1213.wmf]ik
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 первой и второй квадратичной формы поверхности, заданной параметрически 
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 являются компонентами симметричных тензорных полей типа 
[image: image1215.wmf])
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. Здесь 
[image: image1216.wmf]®
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 – единичный вектор нормали к поверхности.

14 Пусть дан тензор 
[image: image1217.wmf]{
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[image: image1218.wmf])
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. При помощи операций последовательного умножения тензора С  на себя и «полного свёртывания» определяется последовательность скаляров 
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. Выразить эти скаляры через корни характеристического уравнения матрицы 
[image: image1220.wmf]i
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15 Считая, что градиент функции 
[image: image1221.wmf]f

 есть композиция двух операций – взятие частных производных и операции поднятия индексов – записать градиент функции:

      а) в полярных координатах;

      б) в цилиндрических координатах;

      в) в сферических координатах.

16 Вычислить коэффициент Кристоффеля заданной поверхности.

17 Найти геодезические линии и Гауссову кривизну полуплоскости Пуанкаре, т.е. полуплоскости 
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18 Дифференциальная форма 
[image: image1224.wmf]W

 называется замкнутой, если 
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19 Вычислить внешний дифференциал следующих дифференциальных форм:

     а) 
[image: image1228.wmf];
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